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◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ s②st❡♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s ❞❛♥s ❧❡s t②♣❡s s✐♠♣❧❡s ❡t ❞♦♥♥♦♥s
✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡✳ ❈❡❝✐ ❡st ré❛❧✐sé ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❛❞éq✉❛t❡✱ ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❧❛
❧♦❣✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉♣✉r❡s✳
✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❡t ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ s♦♥t ❞❡✈❡♥✉❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❞✉r❛♥t ❧❡s
❞✐① ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✱ ❝❡❝✐ à ❝❛✉s❡ ❞✬✉♥❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❞♦✉❜❧❡✳ ▲❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s t❡❧❧❡s q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t
♣r❛t✐q✉é❡s ❢♦♥t très s♦✉✈❡♥t ❛♣♣❡❧ à ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ✈♦✐r ✉♥ ♠ê♠❡ ♦❜❥❡t s♦✉s ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡
❞✐✛ér❡♥ts ❀ ✐❧ ❡st ♣r♦❜❛❜❧❡ q✉❡ t♦✉t rés✉❧t❛t ♣r♦❢♦♥❞ ✉t✐❧✐s❡ ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✳
▲❡s ♣r❡✉✈❡s ♠❛t❤❡♠❛t✐q✉❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t é✈✐❞❛♠♠❡♥t ❛✉ss✐ é♥♦r♠é♠❡♥t ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✳
❉❡ ❢❛ç♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✱ ❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ♦❜❥❡ts ❞✬✉♥ t②♣❡ ♣✉✐ss❡♥t êtr❡
✈✉s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞✬✉♥ t②♣❡ ❞✐✛ér❡♥t✱ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❢♦♥❞❛t❡✉r ét❛♥t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❤ér✐t❛❣❡✱ ♠❛✐s ✐❧ s❡
tr♦✉✈❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬❡♥❥❡✉ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❞❡ ♠ê♠❡s ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ ❝♦❞❡✳
▲❛ ❜♦♥♥❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❝♦♥t✐♥✉❡r à
❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❛❝t✉❡❧ ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣r❡s❡♥t♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s
✐♠♣❧✐❝✐t❡s ❞❛♥s ❧❡s t②♣❡s s✐♠♣❧❡s ❡t ❞♦♥♥♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡s t②♣❡s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡
❝♦❡r❝✐♦♥s✳ ❈❡❝✐ ❡st ré❛❧✐sé ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞ ❡t ❡♥ ♣r❡s❡♥t❛♥t ❧❡ s♦✉s✲
t②♣❛❣❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ t❤❡♦r❡♠❡ ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❧♦❣✐q✉❡✳ ▲✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉♣✉r❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❧♦❣✐q✉❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ❡t ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞✉ s♦✉s✲t②♣❛❣❡✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❡♥
♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s✱ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞✬✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✏t②♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✑✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❛❧♦rs ❞❡s ✐❞é❡s
❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❢✉t✉rs✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡✳
❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ✐ss✉ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ▼❛st❡r ❞❡ ❧✬❛✉t❡✉r✳ ◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s r❡♠❡r❝✐❡r ▼✳ ▲♦✐❝ P♦tt✐❡r
♣♦✉r s♦♥ ❡①❡❧❧❡♥t tr❛✈❛✐❧ ❞✬❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t✱ ❡t t♦✉t❡ ❧✬❡q✉✐♣❡ ▼❛r❡❧❧❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ■♦❛♥❛ P❛s❝❛ ♣♦✉r
s♦♥ s✉♣♣♦rt✳
✷✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡
❉♦ré♥❛✈❛♥t✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❞❛♥s ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é ✭à ❧❛ ❈❤✉r❝❤✮ ❞é✜♥✐ ❞❡ ❧❛
♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✕ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t②♣❡s ✿
T := V | T →T
♦ù V ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡s
✕ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s ✿
Λ := V | λV : T .Λ | (ΛΛ)
♦ù V ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t❡r♠❡s
✕ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ✿
✼✾
❈✳ ❘♦✉①
Γ, x : A ⊢ x : A
Γ ⊢ f : A→B Γ ⊢ t : A
Γ ⊢ (f t) : B
Γ, x : A ⊢ t : B
Γ ⊢ λx : A.t : A→B
❈♦♠♠❡ ❞❡ ❝♦✉t✉♠❡✱ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s A1→A2 . . . An−1→An ♣♦✉r A1→(A2 . . . (An−1→An) . . .) ❡t
t u1 . . . un ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ (. . . (t u1) . . .)un✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞❡ ♣❧✉s t[x← u] ♣♦✉r ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡ x ♣❛r ❧❡ t❡r♠❡ u ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ t✳ ❈♦♠♠❡ s♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❞❡ t❡❧❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❛❞♦♣t❡r♦♥s
❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❇❛r❡♥❞r❡❣t ❬✷❪✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧❛✐ss❡r t♦✉t❡s ❧❡s q✉❡st✐♦♥s ❞✬α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❝♦♠♠❡
❡①❡r❝✐❝❡ ❛✉ ❧❡❝t❡✉r✳
▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ♣❡✉t s✬❡①♣r✐♠❡r ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré♦r❞r❡ ≤ s✉r ❧❡s t②♣❡s
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Γ ⊢ t : A A ≤ B
Γ ⊢ t : B
■❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧ ❞✬✐♠♣♦s❡r à ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬êtr❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré♦r❞r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡
r❡❧❛t✐♦♥ ♣❡✉t très ❜✐❡♥ ♥❡ ♣❛s êtr❡ ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡ ❀ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs A ≡ B s❛♥s ❛✈♦✐r ♣♦✉r ❛✉t❛♥t
A = B✳ ❈❡❝✐ ♥❡ ♣♦s❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ s❛✉❢ q✉❛♥❞ ❧❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ❡st ❞é✜♥✐ ❡♥ t❡r♠❡s
❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s✱ ♦ù ✐❧ s❡ ♣♦s❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡✳ ◆♦✉s ❡♥ r❡♣❛r❧❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✻✳
▲❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❡st ❞é❥❛ ❝❧❛✐r❡ ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡ ✿ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡
❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r ✉♥ ♦❜❥❡t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡s✳ ❙✐ ❝❡t ♦❜❥❡t ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♠ê♠❡s
❛s♣❡❝ts ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡s q✉✬✉♥ ♦❜❥❡t ❞✬✉♥ t②♣❡ ❞✐✛ér❡♥t✱ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡s ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧❡s
♠ê♠❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s✉r ❧✉✐ q✉❡ ♥♦✉s ❛✉r✐♦♥s ♣✉ ❡✛❡❝t✉❡r s✉r ✉♥ ♦❜❥❡t ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ t②♣❡✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡
♣❤❛r❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❡st ❧✬❤ér✐t❛❣❡✳
▲❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡st ✐ss✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ q✉♦t✐❞✐❡♥♥❡ ❡t ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡s ♠❛t❤é✲
♠❛t✐q✉❡s✳ ▲♦rsq✉❡ ♥♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ♣❡✉t s♦✉✈❡♥t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ❛②❛♥t
❞❡✉① ❛s♣❡❝ts très ❞✐✛ér❡♥ts✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✈♦✐r ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
s✐♠♣❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✭❝❡t ❛s♣❡❝t r❡❥♦✐♥t ❛❧♦rs ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❤ér✐t❛❣❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✮✱ ♦✉ ✉♥ ♣♦❧②✲
♥ô♠❡ ❝♦♠♠❡ s♦✐t ✉♥❡ ❧✐st❡ ✭✜♥✐❡✮ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❈❡ ❣❡♥r❡ ❞✬❛♠❜✐❣✉✐té
❡st ♦♠♥✐♣rés❡♥t❡ ❡♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ❡t ❛✈♦✐r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞✬❛♠❜✐❣✉✐tés s❡♠❜❧❡
êtr❡ ✉♥ ❡♥❥❡✉ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❧❡ ❝♦r♣✉s ❞❡s ♠❛t❤é✲
♠❛t✐q✉❡s s❝♦❧❛✐r❡s ✭✉♥ ❡♥❥❡✉ q✉✐ ❝♦♠♠❡♥❝❡ à ❞❡✈❡♥✐r ré❛❧✐st❡✮✳
■❧ ♥♦✉s r❡st❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ❡t à
❞♦♥♥❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣♦✉r ❝❡❧❛ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡
❝♦❡r❝✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥
✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❡t ❡✛❡❝t✐✈❡✳
✸✳ ❉❡s ❈♦❡r❝✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ❚②♣❡s ❙✐♠♣❧❡s
▲❡s t②♣❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts ét❛♥t tr♦♣ ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ♣r❡♥❛♥t
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é✳ ❈❡ ❣❡♥r❡ ❞❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❛❜♦r❞é ❞❛♥s ❬✶✹❪ ❛✈❡❝ ✉♥❡ r❡str✐❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❥✉❣❡♠❡♥ts ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ✿
❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t s❡ ❢❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❝♦♥str✉✐ts✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛✈♦✐r A→B ≤ C→D s❛♥s ❛✈♦✐r C ≤ A ❡t B ≤ D✱ ♥♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉✬✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t
❞❡ ❧❡✈❡r ❝❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ✐ss✉s ❞❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐q✉❡s✳ ❯♥❡
♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣❡✉t s❡ tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ❬✶✺❪✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝✐❞é ❞✬❛❞♦♣t❡r ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❬✶✶❪ ❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❛
♥♦t✐♦♥ ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s ❡♥ q✉♦✐ ❝♦♥s✐st❡ ❝❡ ❝♦♥❝❡♣t ♣♦✉r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧
s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é ✿ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s
❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡t ❧❡s t②♣❡s ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❡t ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ❝❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s
❡t ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡s t②♣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ✿
✽✵
■♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s s✐♠♣❧❡s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s
❆①
Γ, A ⊢ A
Γ, A ⊢ B
❆❜s
Γ ⊢ A→B
Γ ⊢ A→B Γ ⊢ A
❈✉t
Γ ⊢ B
❙♦✉s ❝❡t ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✱ ❧❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r s♦♥t ✈✉❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s
q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ C ❡t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡ t ❞❡ t②♣❡ A ✈❡rs ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡
t②♣❡ B r❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs à ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡
C, A ⊢ B
❞❛♥s ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ à ❞é✜♥✐r✱ ♠❛✐s ❞♦♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡
✐♠♣❧✐❝❛t✐✈❡✳ ■❧ s❡r❛ ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❣râ❝❡ à ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✱ ❞❡ r❡❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ t❡r♠❡ t′ ❞❡ t②♣❡ B
à ♣❛rt✐r ❞✉ t❡r♠❡ t✱ ❝✬❡st ❝❡ t❡r♠❡ q✉✐ s❡r❛ ❧❡ ❝♦❡r❝é ❞❡ A ✈❡rs B✳ ❉❡ q✉♦✐ ❞♦✐t ❛✈♦✐r ❧✬❛✐r ❝❡tt❡
❧♦❣✐q✉❡ ❄ ❈❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✬✐♠♣♦s❡♥t✳
✶✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ A ❞♦✐t ❢♦r❝é♠❡♥t êtr❡ ✏❝♦♥s♦♠♠é❡✑ ✉♥❡ ❡t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s ♣❛r ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ ■❧ ❡st
❡♥ ❡✛❡t ✐♠♣❡♥s❛❜❧❡ q✉✬✉♥❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ t ❞❡ t②♣❡ A ✈❡rs ✉♥ t❡r♠❡ t′ ❞❡ t②♣❡ B ♥❡
❢❛ss❡ ♣❛s ✐♥t❡r✈❡♥✐r t✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ ✉♥❡ ❞❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s f ❡st ❞❡ t②♣❡ U→V ❡t B ≡ U→V
❛❧♦rs ❧❡ t❡r♠❡ t′ ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s êtr❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞✉ s❡✉❧ t❡r♠❡ f ✳
✷✳ ▲✬♦r❞r❡ ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s êtr❡ ❞ér❛♥❣é ✿ s✐ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ A ≡ U→U→V ✱ B ≡
U→U→V ′ ❡t q✉✬✐❧ ② ❛ ❞❛♥s C ✉♥❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ f ❞❡ t②♣❡ V→V ′✱ ❧❡ t❡r♠❡ t′ ❢♦r♠é ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s
êtr❡ λx : U.λy : U.f (t y x)✱ ♠❛✐s λx : U.λy : U.f (t x y)✳
✸✳ ■❧ ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s êtr❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ✏❞✉♣❧✐q✉❡r✑ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ A✳ ◆♦✉s ♥❡ ✈♦✉❧♦♥s ♣❛s✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❢♦r♠❡r ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s t②♣❡s A→A→B ❡t A→B s❛♥s ❛✈♦✐r ❞é✜♥✐ ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥
❛♣♣r♦♣r✐é❡✳
■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡s r❡str✐❝t✐♦♥s s♦♥t s✉❥❡tt❡s ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳ ◆♦✉s s❛✈♦♥s✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ q✉✬✉♥ ét✉❞✐❛♥t ❝♦♥❢r♦♥té à ✉♥❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞♦♥t ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ♦♥t étés ✐♥✈❡rsés
♣❡✉t ♥é♥♠♦✐♥s ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ s❡♥s ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✈✉❡ ♥✬❛✉r❛✐t ♣❛s ❞❡
s❡♥s✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉✬✉♥ r❡❧❛❝❤❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ s✐♠✉❧❡r ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❛✈❡❝ ✉♥ ♣r♦✉✈❡✉r ❞❡ t❤é♦rè♠❡s
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳
■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡r à ❧❛ ♣❛rt✐❡ C ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ♥❡ ❝♦♥t❡♥✐r q✉❡ ❞❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s
✭❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❞❡s t②♣❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡st
♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐♠❛❣✐♥❡r ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s t②♣❡s ♥♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s✱ q✉✐ ♣♦✉rr❛✐❡♥t r❡♣rés❡♥t❡r
❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞ès q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧
♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡✳ ◆♦✉s ❛✉r✐♦♥s ❛❧♦rs✱ s✐ U r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❝❡t ✉♥✐✈❡rs✱ ✉♥❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ ❡♥tr❡ t♦✉t❡s ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s U→A ❡t A✳ ❊♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❡st ❛❞♦♣té❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ s②st❡♠❛t✐q✉❡
❡♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ♥✬❡①♣❧♦r♦♥s ♣❛s ♣❧✉s ❡♥ ❛✈❛♥t ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ♣❛♣✐❡r✱
❡t ❞♦ré♥❛✈❡♥t✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ C ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s✳
✸✳✶✳ ▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s
❈❡rt❛✐♥❡s ❞❡ ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t r❡♠♥✐s❝✐❡♥t❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❬✾❪ ❡t ❞❡ ❧❛ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❧♦✲
❣✐❝❬✶❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡s ❧♦❣✐q✉❡s s♦♥t ❡♥❝♦r❡ ✉♥ ♣❡✉ tr♦♣ ❡①♣r❡ss✐✈❡s✳ ❆♣rès ♣❧✉s✐❡✉rs t❡♥t❛t✐✈❡s✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡ s②stè♠❡ q✉✐ s✉✐t✳
◆♦✉s sé♣❛r♦♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✳ ❯♥❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s✱ ❧✬❛✉tr❡ ❝♦♥t✐❡♥t
✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ t②♣❡ ❞✉ t❡r♠❡ ❞♦♥t ♦♥ ✈❡✉t ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❝♦❡r❝✐♦♥✳ ❖♥
❞é✜♥✐t ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶ ❯♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ✉♥ t❡r♠❡ s✉r ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ P := V | P→P ❆✈❡❝ V ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷ ❯♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ 〈C, H〉 ❛✈❡❝ C ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
P1→P2 ❡t P1, P2, H ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳
✽✶
❈✳ ❘♦✉①
❖♥ ♥♦t❡r❛ C; H ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ 〈C, H〉 ❡t C, T ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ C ∪ {T}✳
❖♥ ❞é✜♥✐t ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s ⊢❝♦❡r ❛✈❡❝ ❧❡s rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
❆①
C; H ⊢❝♦❡r H
C, A→B; H ⊢❝♦❡r A
❆♣♣
C, A→B; H ⊢❝♦❡r B
C; C ⊢❝♦❡r A C; B ⊢❝♦❡r D
❈♦♥tr
C; A→B ⊢❝♦❡r C→D
C; A ⊢❝♦❡r B C; B ⊢❝♦❡r C
❈✉t
C; A ⊢❝♦❡r C
◆♦✉s é❝r✐r♦♥s ⊢ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ⊢❝♦❡r ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ s❡r❛ ❝❧❛✐r✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ rè❣❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢♦r♠❡r ❧❛ ❝♦❡r❝✐♦♥ ✐❞❡♥t✐té✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ q✉❡
à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ✿ ❝✬❡st ❝❡❝✐ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♠♣❧✐r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✉♠ér♦ ✶ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s
❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ rè❣❧❡ ❡st ❧❛ rè❣❧❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡✱ ❝✬❡st ❡❧❧❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r
❧❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s✳ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ rè❣❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥❝❡✱ s❛ ❢♦r♠❡ ♥♦✉s
❞♦♥♥❡ ❧❡s ❣❛r❛♥t✐❡s ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❡t ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳
❊♥✜♥ ❧❛ ❝♦✉♣✉r❡ ❣❛r❛♥t✐t ❧❛ tr❛♥s✐t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥✳ ■❧ ♥✬❡st ♣❛s é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❝❡tt❡ rè❣❧❡ s♦✐t
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❀ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡s ❛❞♠❡tt❡♥t ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉♣✉r❡s✱ ❝✬❡st
à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❈✉t ❡st ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❧♦❣✐q✉❡✳ ■❝✐ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧❛ rè❣❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛❞♠✐s✲
s✐❜❧❡ ❀ ❝❡❝✐ ✈✐❡♥t ❞✬✉♥ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ s②♠étr✐❡ ❞❛♥s ❧❡s rè❣❧❡s✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❡s ❛♣♣❧✐q✉❡r à
❣❛✉❝❤❡ ❞✉ ⊢ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s séq✉❡♥ts✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét❡r ❧❡s tr♦✐s ❛✉tr❡s rè❣❧❡s
❛✜♥ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ✈ér✐t❛❜❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s séq✉❡♥ts ❡t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉♣✉r❡s✱ ❝❡ s❡r❛ ❧✬♦❜❥❡t
❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳ ❈❡❝✐ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ❞é❝✐❞❛❜❧✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❧♦❣✐q✉❡✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❢❛✐r❡ ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ C; H ♥✬❡st ♣❛s s❛♥s r❛♣♣❡❧❡r ❧❡s s②stè♠❡s
à ❜é♥✐t✐❡r ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✶✵❪✮ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ séq✉❡♥t ❡st ♠✐s❡ à ❧✬é❝❛rt ❞✉ r❡st❡
❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡s s②stè♠❡s ❡st ❞❡ ♠✐❡✉① ❣ér❡r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ♥♦✉s
♥✬❛✈♦♥s ✐❝✐ ❛✉❝✉♥❡ ré❣❧❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✏r❡♠♣❧✐r✑ ❧❡ ❜é♥✐t✐❡r✱ ❡t ♥♦s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s✳
◆♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s s✉r ❝❡tt❡ ❛♥❛❧♦❣✐❡ ♣❧✉s t❛r❞✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸ ◆♦✉s ❞✐r♦♥s q✉✬✉♥ séq✉❡♥t ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ séq✉❡♥t ❞❛♥s
❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s✳
✸✳✷✳ ❧❡s t❡r♠❡s
❊①❛♠✐♥♦♥s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s t❡r♠❡s ♣r♦❞✉✐ts ♣❛r ❝❡s rè❣❧❡s s♦✉s ❧❡s ❧✉♠✐èr❡s ❞❡ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡
❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞ ✿ ❧❡s rè❣❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ λ✲t❡r♠❡s s♦♥t
❆①
C; t : H ⊢ t : H
C, f : A→B; t : H ⊢ u : A
❆♣♣
C, f : A→B; t : H ⊢ (fu) : B
C; x : C ⊢ a : A C; y : B ⊢ d : D
❈♦♥tr
C; t : A→B ⊢ λx : C.d[y←(ta)] : C→D
C; x : A ⊢ b : B C; y : B ⊢ c : C
❈✉t
C; x : A ⊢ c[y←b] : C
❉♦♥♥♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❡t C ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s {A→(A→A)}✳
◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ♠♦♥tr❡r C; A ⊢ A→A→A✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❆①
C; A ⊢ A
❆♣♣
C; A ⊢ A→A
❆①
C; A ⊢ A
❆①
C; A ⊢ A
❆♣♣
C; A ⊢ A→A
❈♦♥tr
C; A→A ⊢ A→A→A
❈✉t
C; A ⊢ A→A→A
✽✷
■♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s s✐♠♣❧❡s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s
❊♥ r❛❥♦✉t❛♥t ❧❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ t❡r♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
φ : A→(A→A); t : A ⊢ λx : A.λy : A.φ[(φt)x]y : A→A→A
❈❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ t❡r♠❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞és✐r❡ ❛✈♦✐r ❧♦rsq✉✬✉♥❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ ❡st é✛❡❝t✉é❡ ❡♥tr❡ A ❡t
A→A→A✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡✱ s✐ ♦♥ ❡✛❛❝❡ ❧❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡
t❡r♠❡ ✭♥♦♥ t②♣é✮ λx.λy.txy ։η t✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ ♥❛t✉r❡❧ q✉❡✱ ✉♥❡ ❢♦✐s ❡✛❛❝é❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❛❣❡
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s ❡♠♣❧♦②é❡s✱ ❧❡ t❡r♠❡ ♦❜t❡♥✉ s♦✐t ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt✱ ♠♦❞✉❧♦ η✲éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳
◆♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉✬✐❧ ❡♥ ❡st ❛✐♥s✐ ✭t❤é♦rè♠❡ ✶✮ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s ❝♦♥str✉✐t❡s ❞❛♥s ♥♦tr❡ s②stè♠❡✳
❉❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡✱ s♦✐t C ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s ✭✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡ U→V ✮✱ t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❞❡ t②♣❡ A✱ ❡t u ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ t②♣❡ B✳
▲❡♠♠❡ ✶ ❙✐ ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s C; t : A ⊢ u : B ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❛❧♦rs t♦✉t❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡
❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ f ∈ C ❞❛♥s u ❡st ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s u ❡st ❞❡
❧❛ ❢♦r♠❡ λx : T.u′ ♦✉ (f u′) ❛✈❡❝ f ∈ C✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥
■♥❞✉❝t✐♦♥ é✈✐❞❡♥t❡ s✉r ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ u✳ 
▲❡♠♠❡ ✷ ❆✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ s✐ C; t : A ⊢ u : B ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❛❧♦rs ❧✬✉♥✐q✉❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡
❞❡ t ❞❛♥s u ❡st s♦✐t à ❣❛✉❝❤❡ s♦✐t à ❞r♦✐t❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ s♦✐t u = t✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥
❊♥❝♦r❡ ✉♥❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✐♠♠é❞✐❛t❡ s✉r ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ u✳ 
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❡✛❛❝❡♠❡♥t eff : Λ→Λ♣✉r ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❞❡
❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✕ eff (x) = x s✐ x ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
✕ eff (λx : A.t) = λx.eff (t)
✕ eff (ft) = eff (t) s✐ f ∈ C✱ (eff (f)eff (t)) s✐♥♦♥✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs é♥♦♥❝❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ é✈♦q✉é ❝✐✲❞❡ss✉s ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ C; t : A ⊢ u : B✳ ❆❧♦rs ❧✬❡✛❛❝❡♠❡♥t eff (u)❡st η✲ré❞✉❝t✐❜❧❡ à ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡ t✳
❚♦✉t t❡r♠❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ s❡r❛ ❞✐t s♦✉s ❢♦r♠❡ ❝♦❡r❝✐✈❡✳
❉é♠♦♥st❛t✐♦♥ ✿ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ C; t : A ⊢ u : B✳
✕ ❙✐ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ rè❣❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❆① ❛❧♦rs t = u ❡t ❞♦♥❝ eff (u) ։η t✳
✕ ❙✐ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ rè❣❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❆♣♣ ❛❧♦rs u = (fu′) ❡t ♦♥ ❛ eff (u) = eff (u′) ։η t✳
✕ ❙✐ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ rè❣❧❡ ❡st ❈♦♥tr ❛❧♦rs u = λx : T.u′(tu′′(x)) ❡t ❞♦♥❝ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥
eff (u) ։η λx.tx→ηt✳
✕ ❙✐ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ rè❣❧❡ ❡st ❈✉t ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ❝❧❛✐r✳
✷
❖♥ ❛ ♠ê♠❡ ✉♥❡ ré❝✐♣r♦q✉❡ ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ❙♦✐t u ✉♥ λ✲t❡r♠❡ t②♣é ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ t : A t❡❧ q✉❡ ✿
✶✳ ❧❡ t❡r♠❡ u ❡st ❞❡ t②♣❡ B ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ C, t : A
✷✳ u ❡st ❞❡ ❢♦r♠❡ ❝♦❡r❝✐✈❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ eff (u) ։η t
❛❧♦rs C; t : A ⊢ u : B ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ◆♦✉s r❛✐s♦♥♥♦♥s ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ t❡r♠❡ u✳ ▲❡ t❡r♠❡ u ❡st
s♦✐t t✱ s♦✐t ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥✱ s♦✐t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
✕ ❙✐ u = u1u2 ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❛❧♦rs eff (u) ։η t ✐♠♣❧✐q✉❡ u1 = f ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ f ∈ C✳
P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣r♦✉✈❡r ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❛❣❡ C; t : A ⊢ u2 : B
′ ❡t ❞♦♥❝
C; t : A ⊢ fu : B ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❆♣♣✳
✕ ❙✐ u = λx : T.u′ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ eff (u′) ։η tx ❡t ❞♦♥❝ u
′ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ u1(u2(t)u3(x))
❛✈❡❝ u1, u2, u3 s♦✉s ❢♦r♠❡ ❝♦❡r❝✐✈❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r
❝♦♥str✉✐r❡ λx : T.u1(t u3(x)) ❣râ❝❡ à ❈♦♥tr✱ ♣✉✐s ✉t✐❧✐s❡r ❈✉t ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ u✳
✷
❈❡❝✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s q✉❡ ♣r♦❞✉✐t ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡✳
❈❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥ β ❡t η✱ ❡t ❧❡s t❡r♠❡s ♣r♦❞✉✐ts s♦♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛♥ts ✿
✽✸
❈✳ ❘♦✉①
▲❡♠♠❡ ✸ ❙✐ ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s u ❡st s♦✉s ❢♦r♠❡ ❝♦❡r❝✐✈❡ ❛❧♦rs
✶✳ u ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛♥t
✷✳ ♣♦✉r t♦✉t λ✲t❡r♠❡ v✱ u ։βη v ⇒ v ❡st s♦✉s ❢♦r♠❡ ❝♦❡r❝✐✈❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ▲❡ t❡r♠❡ u ét❛♥t t②♣❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡
C, t : A✱ ✐❧ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛♥t ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ✭✈♦✐r ❬✸❪✮✳ ❉✬❛✉tr❡
♣❛rt✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t eff (u) ։η t ❛✈❡❝ t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❆❧♦rs✱ ❣râ❝❡ à ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡
❈❤✉r❝❤✲❘♦ss❡r ❞❡ ❧❛ βη✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❬✷❪✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t t❡r♠❡ v βη✲éq✉✐✈❛❧❡♥t à u ✿
eff (u)
βη
//
η
$$I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
eff (v)
η

t
❈❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ t♦✉t❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é ♥✬❡st
♣❛s ♥❡❝❝❡s❛✐r❡ ✿ ❧❡s t❡r♠❡s ♥✬❛②❛♥t ✐❝✐ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ♦❝❝✉r❡♥❝❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥
❡st ❜✐❡♥ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ à ♠♦♥tr❡r✳
✹✳ ▲✬❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❈♦✉♣✉r❡s
■❧ r❡st❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é C, A, B
❞❡ ✈♦✐r s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ ❞❡ A ✈❡rs B✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❧❛ rè❣❧❡ ❈✉t✱
❝❛r ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♣❡✉t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❡t r❡♥❞ ❞♦♥❝ ❞✐✣❝✐❧❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳ ◆♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ♣ré❝✐sé✱ ✐❧ ❢❛✉t ♣♦✉r ❝❡❧❛ r❛❥♦✉t❡r ❞❡s rè❣❧❡s à ♥♦tr❡ ❧♦❣✐q✉❡
♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥ s②♠étr✐q✉❡ à ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ rè❣❧❡ q✉✐ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ à ❣❛✉❝❤❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❆♣♣ ❡t
❈♦♥tr✱ ❧❛ rè❣❧❡ ❆① ét❛♥t ❞é❥❛ s②♠étr✐q✉❡✳ ❈❡❝✐ ❡st ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s②♠♠❡tr✐❡s ♣♦✉r
♠♦♥tr❡r ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉♣✉r❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s s❡q✉❡♥ts ❞❡ ●❡♥③❡♥ ✭♠❛✐s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❜✐❡♥ ♣❧✉s
s✐♠♣❧❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞é❥❛ ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✮✳
❖♥ r❛❥♦✉t❡ ❞♦♥❝ ❧❡s rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✭❛♥♥♦té❡s✮ à ❈♦❡r ✿
C, f : A→B; t : B ⊢ c : C
❆♣♣✐♥
C, f : A→B; u : A ⊢ c[t←(fu)] : C
❆✈❡❝ u ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢r❛î❝❤❡ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ♥♦♥ ❧✐é❡ ❞❛♥s c✳
C′; x : A ⊢ d : D C′; y : E ⊢ b : B C′; z : C ⊢ h : H
❈♦♥tr✐♥
C′; t : D→E ⊢ h [z←(f λx : A.b[y←(td)])] : H
❆✈❡❝ C′ = C, f : (A→B)→C✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝❡s rè❣❧❡s s♦♥t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧❛
❝♦✉♣✉r❡✳
❖♥ ✈❡✉t ❛❧♦rs ♠♦♥tr❡r ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✶ ❙♦✐t ✉♥ séq✉❡♥t C; t : A ⊢ u : B ❞ér✐✈❛❜❧❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✉ séq✉❡♥t
C; t : A ⊢ u′ : B ❛✈❡❝ u′ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ u q✉✐ ♥✬✉t✐❧✐s❡ ♣❛s ❧❛ rè❣❧❡ ❈✉t✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ t❡r♠❡ u ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❝❡ t❤é♦rè♠❡✳
❈♦♠♠❡ ♥♦tr❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞é✜♥✐ ❡st ✉♥ s♦✉s✲❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❧❛♠❜❞❛ ❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
✏s✉❜❥❡❝t r❡❞✉❝t✐♦♥✑ ❞✉ ❧❛♠❜❞❛ ❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❡t ♥♦✉s ❛ss✉r❡ q✉❡ t♦✉t t❡r♠❡
❝♦❡r❝✐❢✱ s✐ ✐❧ ❡st ♠✐s s♦✉s ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✱ ❣❛r❞❡ ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❞é♣❛rt✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é
✉♥❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ u✱ ♦♥ ♣❡✉t ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❡r ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✱ ♣✉✐s ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ t❡r♠❡ ♥♦r♠❛❧ ❞❛♥s ❧❛
❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ ■❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s
♣♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s u ❡♥ ❢♦r♠❡ β✲♥♦r♠❛❧❡✳
▲❡♠♠❡ ✹ ❙✉♣♣♦s♦♥s✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ q✉❡ u = c(t) ❡t c(t) = c0(d0(t))✱ ❛✈❡❝ c0 ❡t
d0 s♦✉s ❢♦r♠❡ ❝♦❡r❝✐✈❡✳ ❆❧♦rs s✐ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ c0(x) ❡t d0(t) s❛♥s ❧❛ rè❣❧❡ ❈✉t✱ ❡t q✉❡ c(t) ❡st
❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ t❡r♠❡ c(t) s❛♥s ❧❛ rè❣❧❡ ❈✉t✳
✽✹
■♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s s✐♠♣❧❡s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ◆♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ t❡r♠❡ d0✳ ❙✐ d0(t) = t ❛❧♦rs
c(t) = c0(t) ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t s❛♥s ❝♦✉♣✉r❡ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✳ ❙✐♥♦♥ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s rè❣❧❡s
❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s✱ d0(t) ♣❡✉t êtr❡ ❞❡ ❞❡✉① ❢♦r♠❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ✿
✕ d0(t) = (fd1(t)) ❛✈❡❝ f ∈ C ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ rè❣❧❡ ❛♣♣✐♥ ❛✉
t❡r♠❡ c0(t) ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ t❡r♠❡ c0(ft) s❛♥s ❝♦✉♣✉r❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à d1 ❡t c0(ft) ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ t❡r♠❡ c(t) = c0(fd1(t))
✕ d0(t) = λx : T.d1(d2(t)d3(x))✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡♥ ❡✛❡t ♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ❧❛ s❡✉❧❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡
✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ λx : T.u ❡st ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❈♦♥tr ♣✉✐s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s
s❡✉❧❡s rè❣❧❡s ❆♣♣✐♥ ❡t ❈♦♥tr✐♥✳ ❆♣rès ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❈♦♥tr ❧❡ t❡r♠❡ ❡st é❣❛❧ à
λx : T.d1(t d3(x))✱ ♣✉✐s ❧❡s rè❣❧❡s ❆♣♣✐♥ ❡t ❈♦♥tr✐♥ ♥✬❡✛❡❝t✉❡♥t q✉❡ ❞❡s r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥ts
s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ t✳
❆❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✱ s♦✐t c0(t) = t ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥❝❧✉r❡✱ s♦✐t ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ t ❞❛♥s c0(t)
❡st ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ s♦✐t ❡❧❧❡ ❡st ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❣❛✉❝❤❡✳ ❊❧❧❡ ♥❡ ♣❡✉t ❡♥ ❢❛✐t ♣❛s
êtr❡ ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❝❛r ❛❧♦rs c0(d0(t)) ❝♦♥t✐❡♥❞r❛✐t ✉♥ r❡❞❡① ❡♥❥❡♥❞ré
♣❛r ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞❛♥s d0✳ ❈❡tt❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❡st ❞♦♥❝ ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❡t
❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ c0(t) = c1(ft) ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ f ∈ C✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡
❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ rè❣❧❡ ❝♦♥tr✐♥ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ t❡r♠❡
c2(t) = c1(f λx : T.d1(t d3(x)))
❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝♦♥❝❧✉r❡ ❣râ❝❡ à ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à d2 ❡t c2✳
❈❡❝✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶ ✿ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ t❡r♠❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳ ✷
❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s A ⊢ B ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ C; A ⊢ B s✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s ♥✬❡st
♣❛s ❛♠❜✐❣✉✳
✺✳ ▲✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬■♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❚②♣❡
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t r❡♠❛rq✉❡r ❧❛ ❝❤♦s❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❡♥ r❡❣❛r❞❛♥t ❧❡s rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❞✉
❜❛s ✈❡rs ❧❡ ❤❛✉t ✭❜♦tt♦♠✲✉♣✮ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s t②♣❡s ❞✐♠✐♥✉❡ ♣♦✉r ❧❡s rè❣❧❡s ❈♦♥tr ❡t ❈♦♥tr✐♥✱ ❡t ❡❧❧❡
❡st ❜♦r♥é❡ ♣❛r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s t②♣❡s ❞❛♥s C ♣♦✉r ❧❡s rè❣❧❡s ❆♣♣ ❡t ❆♣♣✐♥✳ ❙❡✉❧❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❈✉t ♣♦s❛✐t
♣r♦❜❧è♠❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶ ♣♦✉r s✬❡♥ ❞é❜❛r❛ss❡r✳ ▲♦rsq✉❡ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❞é♠♦♥tr❡r
✉♥ séq✉❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ C; A ⊢ B ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❧❡s t②♣❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s
❧❡s séq✉❡♥ts s❡r♦♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❜♦r♥é❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❞é♣❧❛ç♦♥s ❞♦♥❝ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ séq✉❡♥ts
♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❝❡❝✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❧♦❣✐q✉❡✳
✺✳✶✳ ▲❛ ❞é❝✐❞❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦❡r
❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s C ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉✐✈❛♥t ♣♦✉r ❞é❝✐❞❡r✱
ét❛♥t ❞♦♥♥é ❞❡✉① t②♣❡s A ❡t B s✐ C; A ⊢ B ❡t✱ ❧❡ ❝❛s é❝❤é❛♥t✱ ❞♦♥♥❡r ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ ❛ss♦❝✐é ✿
✽✺
❈✳ ❘♦✉①
❈♦❧♦❣(A : t②♣❡, B : t②♣❡, L : s❡q❧✐st, t : ✈❛r) : t❡r♠
✐❢ 〈A, B〉 ∈ L
t❤❡♥ r❡t✉r♥ ❢❛✐❧
❡❧s❡ L←〈A, B〉 :: L
tr②
❆①(A = B)
r❡t✉r♥ t
❆♣♣(f : C→B ∈ C)
r❡t✉r♥ f(❈♦❧♦❣(A, C, L, t))
❈♦♥tr(A = A1→A2, B = B1→B2)
r❡t✉r♥ ❧❡t y = (t ❈♦❧♦❣(B1, A1, L, x)) ✐♥ λx : B1.❈♦❧♦❣(A2, B2, L, y)
❆♣♣✐♥(g : A→C ∈ C)
r❡t✉r♥ ❧❡t y = (g t) ✐♥ ❈♦❧♦❣(C, B, L, y)
❈♦♥tr✐♥(A = A1→A2, f : (B1→B2)→C ∈ C)
r❡t✉r♥
❧❡t z =
(❧❡t y = (t ❈♦❧♦❣(B1, A1, L, x)) ✐♥ (f λx : B1.❈♦❧♦❣(A2, B2, L, y)))
✐♥ ❈♦❧♦❣(C, B, L, z)
❖♥ ❞é❝✐❞❡ ❛❧♦rs s✐ C; A ⊢ B ❡♥ ❛♣♣❡❧❛♥t ❈♦❧♦❣(A, B, [], t)✱ s✐ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❛❧♦rs ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
r❡♥✈♦✐❡ ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡✱ s✐♥♦♥ ✐❧ r❡♥✈♦✐❡ ❋❆■▲✳
▲❡ tr② ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ✿ ✐❧ ❢❛✉t ❡ss❛②❡r t♦✉t❡s ❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❛✜♥
❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❛r❜r❡ ❞✬❛♣♣❡❧s ré❝✉rs✐❢s✳ ❯♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ❝❡t ❛r❜r❡ ❡st ❛❧♦rs é❧❛❣✉é s✐ ✉♥ ❛♣♣❡❧ s❡
t❡r♠✐♥❡ ❡♥ é❝❤❡❝ ✭❝✬❡st ❧❡ ❢❛✐❧✮✳ ❖♥ ✈❡✉t ❛❧♦rs ré❝✉♣❡r❡r ❧❡s ♥♦❡✉❞s ♥♦♥ ❝♦✉♣és ❞❡ ❝❡t ❛r❜r❡✳ ❈❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❡✉t r❛♣♣❡❧❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞é❝❧❛r❛t✐✈❡s ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡
P❘❖▲❖● ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳
■❧ ♥✬❡st ♣❛s é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ t❡r♠✐♥❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❡st ❣❛r❛♥t✐❡ ♣❛r ❧❡
❢❛✐t q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s t②♣❡s ❞✬❡♥tré❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣❡❧s ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ s♦♥t ❜♦r♥é❡s✱ ❡t q✉❡ ❧❛ ❧✐st❡
♣❛ssé❡ ❡♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❣r❛♥❞✐t str✐❝t❡♠❡♥t à ❝❤❛q✉❡ ❛♣♣❡❧✳ ■❧ ❛rr✐✈❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ❡♥❞r♦✐t ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡
❜r❛♥❝❤❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ s♦✐t ❧❡ séq✉❡♥t 〈A, B〉 ❡st ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐st❡✱ s♦✐t A = B✳ ▲✬❛r❜r❡ ❞❡s ❛♣♣❡❧s
❡st ❞♦♥❝ à ❝❤❡♠✐♥s ✜♥✐s ❡t ❝❤❛q✉❡ ❛rrêt❡ à ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✜❧s ✜♥✐✱ ❧✬❛r❜r❡ ❡st ❞♦♥❝ ✜♥✐✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
t❡r♠✐♥❡✳
✺✳✷✳ ▲✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❚②♣❛❣❡
❙✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥♥é ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❛✈❡❝ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡s ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s✳ ◆♦✉s
✈♦✉❧♦♥s ❞♦♥♥❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ❞ét❡r♠✐♥❡ s✐ ❧❡ t❡r♠❡ ❡st t②♣❛❜❧❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s
❛✈❡❝ ❝♦❡r❝✐♦♥s ❡t s✐ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s✱ ❞♦♥♥❡r s♦♥ t②♣❡✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣✉✐ss❛♥t ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ s✉r❝❤❛r❣❡
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ +❘ : ❘→❘→❘ ❡t +◆ : ◆→◆→◆ q✉❡
♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❞é♥♦t❡r ❛✈❡❝ ✉♥ s❡✉❧ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ +✳ ■❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞❡ ❝ré❡r ✉♥ t②♣❡
✏✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✑ I+ ❤❛❜✐té ♣❛r ❧❡ s❡✉❧ t❡r♠❡ + ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡✉① ❝♦❡r❝✐♦♥s c1 : I+→❘→❘→❘ ❡t
c2 : I+→◆→◆→◆ q✉✐ à + ❛ss♦❝✐❡♥t +❘ ❡t +◆ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ I+ ét❛♥t ✉♥ t②♣❡ ❛t♦♠✐q✉❡
♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ♥✉❧❧❡ ♣❛rt ❞✬❛✉tr❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ t②♣❡ ❞✉ t❡r♠❡ + ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❞❛♥s t♦✉t t❡r♠❡
❜✐❡♥ t②♣é ❝♦♥t❡♥❛♥t + ❛♣♣❧✐q✉é à ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝♦❡r❝✐♦♥s ❛✉r❛ été❡ ✉t✐❧✐sé❡✳ ◆♦t♦♥s
q✉❡ I+ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ❧❡ t②♣❡ ◆→◆→◆ ∧ ❘→❘→❘✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✐❞é❡
❞❡ ❧✬✐♥térêt ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥♥❡❝t❡✉rs ∧✱ ∨ ❡t❝✱ ♦✉ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ét✉❞✐é ❞❛♥s ❬✺❪✳
P♦✉r t②♣❡r ✉♥ t❡r♠❡ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉
t❡r♠❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s s❛♥s ❝♦❡r❝✐♦♥s ✭❡t s❛♥s ✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s à ❧❛ ❝✉rr②✮ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st s✐♠♣❧❡ ✿
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ λx : A.t✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ t②♣❡r ❧❡ t❡r♠❡ t ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ x : A ❡t ❞❡
r❡♥✈♦②❡r ❧❡ t②♣❡ A→B s✐ t ❡st ❞❡ t②♣❡ B✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ (t u)✱ ✐❧ ❢❛✉t t②♣❡r t ❡t u✳
▲❡ t❡r♠❡ ❡st ❜✐❡♥ t②♣é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ t②♣❡ ❞❡ t ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ A→B ❡t ❧❡ t②♣❡ ❞❡ u ❡st A✳ ▲❡
t②♣❡ ❞✉ t❡r♠❡ ❡st ❛❧♦rs B✳
✽✻
■♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s s✐♠♣❧❡s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s
▲❡s ❝❤♦s❡s s♦♥t é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é❡s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s✱ ✉♥ t❡r♠❡ ♣♦✉✈❛♥t
❛✈♦✐r é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ t②♣❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❝♦❡r❝✐♦♥
f : A→(A→A)✱ t♦✉t t❡r♠❡ t ❛✉q✉❡❧ ♦♥ ♣❡✉t ❛ttr✐❜✉❡r ❧❡ t②♣❡ A ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❛ttr✐❜✉é ❧❡
t②♣❡ A→A✱ A→A→A✱ A→A→A→A✱ ❡t❝✳
■❧ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ❛✲♣r✐♦r✐ ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬é♥✉♠ér❡r t♦✉s ❧❡s t②♣❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s ❞✬✉♥
t❡r♠❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝❤♦✐s✐r ❧❡s t②♣❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ t②♣❡r ❧❡ t❡r♠❡ ❝♦♠♣❧❡t✳ ■❧ ❢❛✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t
❝❤❡r❝❤❡r à ❡✛❡❝t✉❡r ❝❡tt❡ é♥✉♠ér❛t✐♦♥✱ ❝❛r ❡♥ ❡✛❡t ✐❧ ♣❡✉t ❛rr✐✈❡r q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ tr♦✉✈é❡
♥❡ s♦✐t ♣❛s ❧❛ ❜♦♥♥❡ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r t②♣❡r ❧❡ t❡r♠❡ ❝♦♠♣❧❡t✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s {c1 : H→A→B, c2 : H→A→A→B} ❡t ❧❡ t❡r♠❡ f a1 a2 ❛✈❡❝ f : H ❡t a1, a2 : A ❛❧♦rs
♦♥ ♣❡✉t t②♣❡r ❧❡ s♦✉s t❡r♠❡ f a1 ❣râ❝❡ à ❧❛ ❝♦❡r❝✐♦♥ c1 ♣♦✉r ❧✉✐ ❞♦♥♥❡r ❧❡ t②♣❡ B✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs
✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ t②♣❡r ❧❡ t❡r♠❡ ❝♦♠♣❧❡t s❛♥s r❡✈❡♥✐r ❡♥ ❛rr✐èr❡ ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥ t②♣❡ ❞✐✛ér❡♥t ❛✉
t❡r♠❡ f a1✱ ✭❢❛✐r❡ ❞✉ ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣✮✳
❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥❛ï✈❡ s❡r❛✐t ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r à t②♣❡r ✉♥❡ sér✐❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ ✉♥❡ ét❛♣❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡
✭♣♦✉r ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✮ ❝❤❡r❝❤❡r à t②♣❡r a1 ❡t a2 ✭✐❝✐ s❡✉❧ ❧❡ t②♣❡ A ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✮ ❡t ❡♥s✉✐t❡ ❝❤❡r❝❤❡r
❛ tr♦✉✈❡r ✉♥ t②♣❡ ♣♦✉r f ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ A→A→X ♣♦✉r X ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ t②♣❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡❝✐ ♣♦s❡
❡♥❝♦r❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿
❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s c1 : I+→(N→N→N), c2 : I+→(D→D→R), c3 : N→D ❡t ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡
❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s +: I+,× : R→R→R, n : N, m : N, r : R✳ ◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s t②♣❡r ❧❡ t❡r♠❡ × (+ n m) r✳
P♦✉r t②♣❡r ❝❡ t❡r♠❡ ❛✈❡❝ ❧✬✐❞é❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à t②♣❡r + n m✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❡t
❞♦♥♥❡ ❧❡ t②♣❡ N ♣✉✐s ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ✉♥❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ ❞❡ R→R→R ✈❡rs N→R→X ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
X✳ ❈❡tt❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡ ❞❡ r❡✈❡♥✐r ❡♥ ❛rr✐èr❡ ❛✜♥
❞✬❡ss❛②❡r t♦✉s ❧❡s t②♣❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳
■❧ ❡①✐st❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ t②♣❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r
✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ t②♣❡s ❣râ❝❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
▲❡♠♠❡ ✺ ❙♦✐t C ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s ❡t F ✉♥ t②♣❡✳ ❙♦✐t I ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s ✭I ⊆ N✮
❡t (F i1)i∈I ❡t (F
i
2)i∈I ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t②♣❡s t❡❧s q✉❡ F ⊢coer F
i
1→F
i
2✳
■❧ ❡①✐st❡ J ⊂ I ✜♥✐ t❡❧ q✉❡ ∀i ∈ I, ∃j ∈ J t❡❧ q✉❡
F
i
1 ⊢coer F
j
1
❡t
F
j
2 ⊢coer F
i
2
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠ê♠❡ ❞♦♥♥❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ (F jǫ )j∈J,ǫ=1,2 ✿ ❖♥ ♣❡✉t é✈✐❞❡♠♠❡♥t
s✉♣♣♦s❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n t❡❧ q✉❡ J = {k ∈ N | k ≤ n}✳ ❙✐ F ≡ A→B ❛❧♦rs
F 11 = A ❡t F
1
2 = B ❀ ♣♦✉r t♦✉t j > 1 ❧❡s F
j
1 s♦♥t ❧❡s t②♣❡s V ❡t ❧❡s F
j
2 s♦♥t ❧❡s t②♣❡s W t❡❧s q✉❡
∃f ∈ C ❛✈❡❝ f : U→(V→W ) ❀ s✐ F ❡st ❛t♦♠✐q✉❡✱ ❛❧♦rs ❧❡s F j1 ❡t F
j
2 s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐❡♠♠❡ ❢♦r♠❡
♣♦✉r t♦✉t j ∈ J ✳
▲❡s F jǫ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞♦♥❝ q✉❡ ❞❡ C✱ à ♣❛rt é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t F
1
1 ❡t F
1
2 q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡
F ✳
❈❡s t②♣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✏t②♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✑ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬✐❧ s✉✣t ❞❡
❝♦♥♥❛✐tr❡ ❝❡s t②♣❡s ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡ t②♣❛❣❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ◆♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❧♦♥❣❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥
❞❡ F ⊢ F i1→F
i
2 ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ ❧❡s tr♦✐s rè❣❧❡s ❆①✱ ❆♣♣✱ ❈♦♥tr ❡t ❧❛ ❝♦✉♣✉r❡ ✿
✕ ❈❛s ❆① ✿ F 11→F
1
2 = F = F
i
1→F
i
2 ✱ ❞♦♥❝ F
i
1 ⊢ F
1
1 ❡t F
1
2 ⊢ F
i
2 ❞❡ ❢❛ç♦♥ tr✐✈✐❛❧❡✳
✕ ❈❛s ❆♣♣ ✿ ∃f ∈ C t❡❧ q✉❡ f : H→F i1→F
i
2 ✱ ❞♦♥❝ i ∈ J ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥❝❧✉r❡✳
✕ ❈❛s ❈♦♥tr ✿ F = F 11→F
1
2 ❡t ♦♥ ❛ F
i
1 ⊢ F
1
1 ❡t F
1
2 ⊢ F
i
2 ✳
✕ ❈❛s ❈✉t ✿ ❖♥ ❛ F ⊢ H ❡t H ⊢ F i1→F
i
2 ✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à H ⊢ F
i
1→F
i
2 ✱
♦♥ ❛ s♦✐t H ≡ H1→H2 ❡t F
i
1 ⊢ H1✱ s♦✐t H ≡ H1→H2 ❡t ∃j ∈ J, j > 1 t❡❧ q✉❡ F
i
1 ⊢ H
j
1 ✱ s♦✐t
H ❛t♦♠✐q✉❡ ❡t ∃j ∈ J t❡❧ q✉❡ F i1 ⊢ H
j
1 ✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs ❝❛s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ j
′ ∈ J ✭j′ = j
♦✉ j + 1✮ t❡❧ q✉❡ F j
′
1 = H
j
1 ✳
■❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡
à F ⊢ H1→H2✱ ✐❧ ❡①✐st❡ k ∈ J t❡❧ q✉❡ H1 ⊢ F
k
1 ❡t ❞♦♥❝ F
i
1 ⊢ F
k
1 ♣❛r tr❛♥s✐t✐✈✐té ❞✉
s♦✉s✲t②♣❛❣❡✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ s❛♥s ❞✐✣❝✉❧tés q✉❡ F j
′
2 ⊢ F
i
2 ✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❱❆❘ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
x ✐♥❞❡①é❡s ♣❛r ❧❡✉r t②♣❡ Tx✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ t②♣❡ T ✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ✜♥✐❡s (T
j
1 )j∈J
✽✼
❈✳ ❘♦✉①
❡t (T j2 )j∈J ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t s❡r♦♥t ♥♦té❡s✱ ♣♦✉r j ∈ J ✱ ❆r
j
1(T ) ❡t ❆r
j
2(T )
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳
❈♦t②♣❡(t : t❡r♠,✈❛r)
♠❛t❝❤ t ✇✐t❤
x ∈ ✈❛r r❡t✉r♥ Tx
λx : T.t′ r❡t✉r♥ T→❈♦t②♣❡(t′, 〈x, T 〉 :: ✈❛r)
(t1 t2) tr②
local = ❈♦❧♦❣(❈♦t②♣❡(t2,✈❛r), ❆r
j
1(❈♦t②♣❡(t1,✈❛r)), [], t) ✇✐t❤ j ∈ J
✐❢ local 6= ❢❛✐❧ r❡t✉r♥ ❆rj2(❈♦t②♣❡(t1,✈❛r))
❡❧s❡ r❡t✉r♥ ❢❛✐❧
▲❡ tr② ✐❝✐ ❡st ❡♥❝♦r❡ ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ✿ ✐❧ ❡ss❛②❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ♣♦✉r j ∈ J ✳ ❈✬❡st ❡♥
❝❡❝✐ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡✛❡❝t✉❡ ❞✉ ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣✳ ▲❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❢❛❝✐❧❡ à ✈ér✐✜❡r✳
■❧ ❢❛✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❝♦♠♣❧❡t ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬✉♥ t❡r♠❡ ❡st t②♣❛❜❧❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡
❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡♥✈♦✐❡ ✉♥ rés✉❧t❛t ✭❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❋❆■▲✮✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡
❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❣❛r❛♥t✐❡ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✺✱ ♣♦✉r t②♣❡r (t1 t2)✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❡
❧✬❛r❣✉♠❡♥t s❡ ❝♦❡r❝❡ ✈❡rs ✉♥ ❞❡s F j1 ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st t②♣❛❜❧❡✱ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s
t②♣❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ t1 ❀ ❡♥ ❡✛❡t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ t1 ✈❡rs ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
Tt2→X ❛✈❡❝ Tt2 ✉♥ t②♣❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ t2✳ P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✺✱ s✐ ✉♥ t❡❧ t②♣❡ ❡①✐st❡✱ ❛❧♦rs Tt2 ⊢ F
j
1 ♣♦✉r
✉♥ ❝❡rt❛✐♥ j ∈ J ✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ J ét❛♥t t♦✉❥♦✉rs ✜♥✐✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é♥✉♠ér❡r t♦✉s ❧❡s ❝❛s✳
✻✳ ▲❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡
▲♦rsq✉✬♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r q✉❡ t♦✉t❡ ❝♦❡r❝✐♦♥
❡♥tr❡ ❞❡✉① t②♣❡s A ❡t B ❡st ✉♥✐q✉❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡
∀c1, c2 : A→B ❝♦❡r❝✐♦♥s, c1 =βη c2
❈❡❝✐ ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❢❛✉① ❞❛♥s ♥♦tr❡ s②stè♠❡✱ ❡♥ ❡✛❡t ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r C =
{f : A→B, g : A→B} ♦✉ ❡♥❝♦r❡ C = {f : A→A} ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❝❡tt❡ ✉♥✐❝✐té ♥✬❡st ♣❛s ♣rés❡♥t❡✳ ■❧
❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r q✉❡❧❧❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ C ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞✬❛✈♦✐r ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺ ❙♦✐t C ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ C ❡st ❝♦❤ér❡♥t s✐ ♣♦✉r t♦✉t t②♣❡s U, V
❡t t♦✉t❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ t : U ⊢ u1 : V ❡t t : U ⊢ u2 : V ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s✱ ❛❧♦rs u1 =βη u2✳
◆♦✉s ❝♦♥❥❡❝t✉r♦♥s ❝❡ rés✉❧t❛t ✐♥✐t✐❛❧ ✿
❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✶ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ C = {f : A→B} ❡t q✉❡ A 6≡ B✳ ❆❧♦rs C ❡st ❝♦❤ér❡♥t✳
▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♥♦✉s é❝❤❛♣♣❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t✱ ❡❧❧❡ s❡♠❜❧❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❛❝❝❡s✲
s✐❜❧❡ ❀ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù A ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ s♦✉s t❡r♠❡ ❞❡ B q✉✐ ♥✬❡st ❧✉✐✲♠ê♠❡ ♣❛s ✉♥ s♦✉s t❡r♠❡ ❞❡ A✱
❧❡ rés✉❧t❛t ❞é❝♦✉❧❡ ❞✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❛♥s ❬✶✶❪✳
❯♥❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❛♠❜✐t✐❡✉s❡ ❞♦♥t ❧❛ ✈ér✐té ❡st ♠♦✐♥s ❝❡rt❛✐♥❡ ♣❡✉t s❡ ❢♦r♠✉❧❡r ❛✐♥s✐ ✿
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ C ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s✱ ❡t ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
f : (A→B)→(C→D) ♣❛r ❧❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s f1 : C→A ❡t f2 : B→D ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡ ❥✉sq✉✬à q✉✬✐❧ ♥✬②
❛✐t ♣❧✉s q✉❡ ❞❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ A→B ♦✉ A→(B→C) ♦✉ (A→B)→C ❛✈❡❝ A, B, C ❛t♦♠✐q✉❡s✳
❖♥ ♥♦t❡ C∗ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉ ❡t ♦♥ r❡❣❛r❞❡ C∗ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧
❧❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t ❧❡s s♦✉r❝❡s ❡t ❜✉ts ❞❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s ❡t ❧❡s ❛rrêt❡s s♦♥t ❧❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s✳ ❖♥ ❢♦r♠✉❧❡
❛❧♦rs ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✿
❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✷ C ❡st ❝♦❤ér❡♥t s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ C∗ ❡st s❛♥s ❝②❝❧❡s✳
▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✱ ❡t ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ C∗ s❛♥s ❝②❝❧❡s ❡st
✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥❡❝❝❡s❛✐r❡ ✭t♦✉t ❝②❝❧❡ ❞❛♥s C∗ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡✉① ❝♦❡r❝✐♦♥s ❞✐st✐♥❝t❡s✮✳ ■❧
s✉✣r❛✐t ❞♦♥❝ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬❡❧❧❡ ❡st s✉✣s❛♥t❡✳ ❈❡rt❛✐♥s rés✉❧t❛ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ♦♥t étés
❞é♠♦♥trés ❞❛♥s ❬✹❪ ❡t ❬✻❪✱ ✐❧s s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t ♣❡✉t✲êtr❡ à ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡✳
✽✽
■♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s s✐♠♣❧❡s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s
■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ q✉❡ ❧❡s s②stè♠❡s à ❜é♥✐t✐❡r é✈♦q✉és ♣❧✉s ❤❛✉t ♦♥t étés ❝r✬❡✬❡s ❞❛♥s
❧❡ ❜✉t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r❡✉✈❡s βη✲éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ ❈❡rt❛✐♥s rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣♦✉rr❛✐❡♥t
❞♦♥❝ ♣❡✉t✲êtr❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✳
■❧ ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❧♦rsq✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s✱
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ f ◦ g = id ❛✈❡❝ f, g ∈ C ❡t id ❧✬✐❞❡♥t✐té✱ ♦✉ ❞✬❡ss❛②❡r ❞❡ ✈♦✐r q✉❡❧❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✐❧ ❢❛✉t
r❛❥♦✉t❡r à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s ❛✜♥ ❞❡ ❧❡ r❡♥❞r❡ ❝♦❤ér❡♥t✳ ❈❡s q✉❡st✐♦♥s s♦♥t ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥
❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣rés❡♥t tr❛✈❛✐❧✳
✼✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞ét❛✐❧❧é ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é✱ ❡t
♠♦♥tré ❧❛ ❞é❝✐❞❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡✱ ❡t ❞♦♥♥é ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡
❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s✳ ■❧ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞és✐r❛❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ❝♦❡r❝✐❢ ❞❛♥s ❞❡s
❝❛❞r❡s ♣❧✉s ❣é♥ér❛✉① ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s s②stè♠❡s ♣❧✉s ♣✉✐ss❛♥ts ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡
❞✬✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s✳
❈❡ t②♣❡s ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ❛ ❞é❥❛ été ét✉❞✐é ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❬✹❪ ❡t ❬✻❪✮ ❛✈❡❝ ❞❡s rés✉❧t❛ts
✐♥tér❡ss❛♥ts✱ ♠❛✐s ❧❡ t②♣❛❣❡ ❞❡✈✐❡♥t r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✐♥❞é❝✐❞❛❜❧❡ ❞ès q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s ❞❡✈✐❡♥t
tr♦♣ ❡①♣r❡ss✐❢ ✭✈♦✐r ❬✽❪✮✳ ❯♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ s❡r❛✐t ❞✬❡ss❛②❡r ❞✬✐♥❝♦r♣♦r❡r ❞✉
♣♦❧②♠♦r♣❤✐s♠❡ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡s t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❛♥s ❬✼❪✱❬✶✷❪✳
◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✉ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✐♥❢ér❡♥❝❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♣❡✉t
♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❛✜♥ ❞✬✐♥té❣r❡r ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡s
❛✉ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s✱ ♣♦✉r ❞✬✉♥ ❝♦té ❛❧❧é❣❡r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❛♥s
✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐❢ ❜❛sé s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t②♣❡s ✭❈♦q✱ ❆❣❞❛✱ ❊♣✐❣r❛♠✳✳✳✮✱ ❡t ❞❡ ❧✬❛✉tr❡
❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❢♦rt❡♠❡♥t t②♣és ✭❖❈❛♠❧✱ ❍❛s❦❡❧❧✳✳✳✮✳
❯♥ ❛✉tr❡ ❛①❡ ✐♥tér❡ss❛♥t s❡r❛✐t ❞✬❡ss❛②❡r ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❡♥
♣rés❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s ✐♥❢érés à ♣❛rt✐r ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡
✐♠♣♦rt❛♥t ❡st ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿ t②♣❡r ❧❡ t❡r♠❡ eq x y ❛✈❡❝ eq : ∀T : Type, T→T→Prop✱ x : A✱
y : B ❡t ✉♥❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ c : A→B✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡s ❤❛❜✐t✉❡❧s ✐♥❢èr❡♥t ❧❡ t②♣❡ T ❣râ❝❡ ❛✉
t②♣❡ ❞❡ x✱ ❡t t❡♥t❡♥t ❛❧♦rs ❞❡ t②♣❡r (eq A) x y✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r t②♣❡r ❝❡ t❡r♠❡✱
✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ✉♥ s②stè♠❡ q✉✐ rés♦❧✈❡ ❧❡s ✐♥éq✉❛t✐♦♥s A ≤ T, B ≤ T ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡
❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s ✭❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐❝✐ s❡r❛✐t T = B✮✳ ❈❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ s✐t✉❛t✐♦♥ s❡♠❜❧❡ ✭à ♥♦tr❡
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✮ é❝❤❛♣♣❡r ❛✉① ét✉❞❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s s✉r ❧❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ❝♦❡r❝✐❢✳
❊♥✜♥✱ ✐❧ s❡r❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬ét✉❞✐❡r ❝❡ q✉✐ s❡ ♣❛ss❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ t②♣❛❣❡ à ❧❛ ❈✉rr②✳ ▲✬❛❜s❡♥❝❡
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡s ♦✉ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ♣❡✉t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡
❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞ét❛✐❧❧é ❞❛♥s ❬✶✸❪✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❡st ❞❡ s❛✈♦✐r q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s
❡♥tr❡ ❝❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ❡t ❝❡❧✉✐ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❞❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s✳
❘é❢ér❡♥❝❡s
❬✶❪ ❆✳ ❘✳ ❆♥❞❡rs♦♥ ❛♥❞ ◆✳ ❉✳ ❇❡❧♥❛♣✳ ❊♥t❛✐❧♠❡♥t✳ ❚❤❡ ▲♦❣✐❝ ♦❢ ❘❡❧❡✈❛♥❝❡ ❛♥❞ ◆❡❝❡ss✐t②✱
❱♦❧✉♠❡ ✶✳ ❯✳❙✳❆✳✱ ✶✾✼✺✳
❬✷❪ ❍✳ ❇❛r❡♥❞r❡❣t✳ ❚❤❡ ▲❛♠❜❞❛ ❈❛❧❝✉❧✉s ✿ ■ts ❙②♥t❛① ❛♥❞ ❙❡♠❛♥t✐❝s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✵✸ ♦❢ ❙t✉❞✐❡s ✐♥
▲♦❣✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ◆♦rt❤✲❍♦❧❧❛♥❞✱ r❡✈✐s❡❞ ❡❞✐t✐♦♥✱ ✶✾✽✹✳
❬✸❪ ❍✳ ❇❛r❡♥❞r❡❣t✳ ▲❛♠❜❞❛ ❝❛❧❝✉❧✐ ✇✐t❤ t②♣❡s✳ ■♥ ❙✳ ❆❜r❛♠s❦②✱ ❉✳ ●❛❜❜❛②✱ ❛♥❞ ❚✳ ▼❛✐❜❛✉♠✱
❡❞✐t♦rs✱ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ▲♦❣✐❝ ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✶✶✼✕✸✵✾✳ ❖①❢♦r❞ ❙❝✐❡♥❝❡ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✱
✶✾✾✷✳ ❱♦❧✉♠❡ ✷✳
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